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Das Wasserstoffatom ist eines der wenigen quantenmechanischen Systeme, die sich exakt berech-
nen lassen. Dies liegt daran, dass sich im Wasserstoffatom nur ein Elektron im kugelsym-
metrischen Coulombfeld des Protons bewegt. Fiir diesen Fall gelten folgende Gleichungen:

1. Die Schrodingergleichung: R”(x) + V(z) - R(x) =0

2. Das Potential, das die Elektron-Proton-Wechselwirkung im Wasserstoffatom beschreibt:
V(z) =E — % — % Wobei E, a und b konstant sind.
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3. Eine Losung der Schrédingergleichung: R(z) = e®®2®. Wobei a und 8 auch konstant sind.

a) Zu finden: o und B, so dass R(z) = e**z# die Schrédingergleichung erfiillt.
Als erstes muss R () berechnet werden:

o R(z) =e2f
o R'(x) = azfe™® 4 Bxf~leaw
o R'(x) = e**[a?z? + B(B — 1)zP~2 + 20271

Jetzt konnen V(z) und R(z) bzw. R"(z) in die Schrédingergleichung eingesetzt werden. Wird
die resultierende Gleichung durch e**z? = R(z) geteilt, so entsteht folgende Gleichung:

1 1 a b
2 — D)= +2aB-+(E—=——)= 1
02 + (8~ 1) +2af- + (B~ 2~ ) =0 1)
Oder umgeformt:
1 1 1 1 1 1

Woraus durch Koeffizientenvergleich folgendes Gleichungssystem gewonnen werden kann:

BE-1) = b
208 = a (3)
—FE = a?

Woraus wiederum « und S berechnet werden konnen:

a = +vV-F (@)
p = j:2\/(177E

4 o
Somit erfiillt R(z) = eTV~—F%z 2v~F die Schrédingergleichung.

b) Es soll nun ein Spezialfall der Transformation aus der letzten Ubung betrachtet werden, d.
h. der folgende Speziallfall von R(z) = f(r(x)) - G(r(x)):
. 1
29 +1

Fiir diese Transformation sollen nun neue Potentiale erhalten werden, sowie eine Losung der
Schrodingergleichung fiir eines dieser neuen Potentiale gefunden werden.

P20 und R(z) = () - Glrle), 0 # (5)



Wir verwenden dazu die transformierte Schrédingergleichung aus der letzten Ubung:

F0) BP0 e
0 Y V@) ) =0 (6)

Wobei f(r(z)) = r(x)? ist, da wir die Transformation R(z) = f(r(z)) - G(r(z))— > R(x) =
r(z)? - G(r(z)) durchgefiihrt haben. Ebenfalls gilt V(z) = E — ¢ — 5. Durch einsetzen wird
folgende Gleichung erhalten:

qlg—1)ri=2  _(gri!)

@) + G- |

a2g+1)  b2g+1)* 4,

1" _ _ _ =
G (r) +Glr) (T4 by (B = ey =0 ()
Oder etwas vereinfacht:
" ale—1) g7 Ca(2g+1)  b(2¢+1)% 4.
G"(r)+ G(r) [77"2 27"2 +(E 21 22+ 1) r* =0 (8)

Aus der letzten Ubung wissen wir, dass G”(r(z)) = R"(x) und G(r(z)) = R(z) gilt. Damit
erhalten wir durch Vergleich von Gl. mit der urspriinglichen Schrédingergleichung R (z) +
V(z) - R(z) = 0 und Umformen, den folgenden Ausdruck fiir das Potential V (z):

_ = —q—b(2g+1)
2

Vix) + Bri? —q(2q + 1)r217! 9)

r

Schliesslich kann mithilfe des Resultats aus a) und den angewandten Transformationen

x = ﬁ -r29+ und R(z) = r(x)? - G(r(z)) eine Losung der Schrédingergleichung berechnet
werden:
qr2atl 2q+1
R(z) e®®2f e T - (Gg)P
R(x) =11 G(r) & G(r) = — = = —— = G(r) = T (10)
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