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Das Wasserstoffatom ist eines der wenigen quantenmechanischen Systeme, die sich exakt berech-
nen lassen. Dies liegt daran, dass sich im Wasserstoffatom nur ein Elektron im kugelsym-
metrischen Coulombfeld des Protons bewegt. Für diesen Fall gelten folgende Gleichungen:

1. Die Schrödingergleichung: R′′(x) + V (x) ·R(x) = 0

2. Das Potential, das die Elektron-Proton-Wechselwirkung im Wasserstoffatom beschreibt:
V (x) = E − a

x −
b
x2 . Wobei E, a und b konstant sind.

3. Eine Lösung der Schrödingergleichung: R(x) = eαxxβ . Wobei α und β auch konstant sind.

a) Zu finden: α und β, so dass R(x) = eαxxβ die Schrödingergleichung erfüllt.
Als erstes muss R′′(x) berechnet werden:

• R(x) = eαxxβ

• R′(x) = αxβeαx + βxβ−1eαx

• R′′(x) = eαx[α2xβ + β(β − 1)xβ−2 + 2αβxβ−1]

Jetzt können V (x) und R(x) bzw. R′′(x) in die Schrödingergleichung eingesetzt werden. Wird
die resultierende Gleichung durch eαxxβ = R(x) geteilt, so entsteht folgende Gleichung:
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Oder umgeformt:

1

x2
[β(β − 1)] +

1

x1
2αβ +

1

x0
α2 =

1

x2
b+

1

x1
a− 1

x0
E (2)

Woraus durch Koeffizientenvergleich folgendes Gleichungssystem gewonnen werden kann:
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(3)

Woraus wiederum α und β berechnet werden können:

α = ±
√
−E

β = ± a
2
√
−E

(4)

Somit erfüllt R(x) = e±
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−E die Schrödingergleichung.

b) Es soll nun ein Spezialfall der Transformation aus der letzten Übung betrachtet werden, d.
h. der folgende Speziallfall von R(x) = f(r(x)) ·G(r(x)):

x =
1

2q + 1
· r2q+1 und R(x) = r(x)q ·G(r(x)), q 6= −1

2
(5)

Für diese Transformation sollen nun neue Potentiale erhalten werden, sowie eine Lösung der
Schrödingergleichung für eines dieser neuen Potentiale gefunden werden.



Wir verwenden dazu die transformierte Schrödingergleichung aus der letzten Übung:
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Wobei f(r(x)) = r(x)q ist, da wir die Transformation R(x) = f(r(x)) · G(r(x))− > R(x) =
r(x)q · G(r(x)) durchgeführt haben. Ebenfalls gilt V (x) = E − a

x −
b
x2 . Durch einsetzen wird

folgende Gleichung erhalten:

G′′(r) +G(r) · [q(q − 1)rq−2

rq
− 2

(qrq−1)

(rq)2
+ (E − a(2q + 1)

r2q+1
− b(2q + 1)2

r2(2q + 1)
· r4a] = 0 (7)

Oder etwas vereinfacht:
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Aus der letzten Übung wissen wir, dass G′′(r(x)) = R′′(x) und G(r(x)) = R(x) gilt. Damit
erhalten wir durch Vergleich von Gl. mit der ursprünglichen Schrödingergleichung R′′(x) +
V (x) ·R(x) = 0 und Umformen, den folgenden Ausdruck für das Potential V (x):
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Schliesslich kann mithilfe des Resultats aus a) und den angewandten Transformationen
x = 1

2q+1 · r
2q+1 und R(x) = r(x)q · G(r(x)) eine Lösung der Schrödingergleichung berechnet

werden:
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